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Soit Xoo ■ • • — > X n+ i — > X n — > •••Xi — >■ X une tonr au sens de Mazur-Wiles (voir 
[12]), c'est à dire une Z*/{±l}-extension d'une courbe algébrique projective et lisse X 
définie sur le corps fini F q h q éléments de caractéristique p, où chaque point ramifié de 
Xq l'est totalement. Cela signifie que X n est un revêtement galoisien totalement ramifié 
de Xo, de groupe de Galois isomorphe à (Z/p n Z)* /{±1}. La limite X^ = ]imX n est 

alors un revêtement (ramifié) infini de Xq, de groupe de Galois isomorphe à Z*/{±1}. 
Nous nous proposons de donner quelques estimations sur les composantes isotypiques du 
module d'Iwasawa de X^ — > Xq, défini de la façon suivante. Notons A n = J n (¥ q )[p] le 
p-Sylow du groupe des points rationnels sur F q de la jacobienne J n de X n , et A = lim A n 

le module d'Iwasawa de la Z*/{±l}-extension. Puisque le revêtement total est galoisien, 
le groupe quotient Gal{X\/ Xq) ~ F*/{±1} agit sur A. On peut donc décomposer A en 
somme directe de composantes isotypiques 
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la somme portant sur les caractères de F*/{±1}, c'est à-dire sur les caractères pairs (i.e. 
vérifiant x(~ 1) = 1) de F*. Puisque le groupe du revêtement total est abélien, le groupe 
de Galois intermédiaire Gal^X^/ X\) ~ Z p agit sur chaque composante A x , qui se trouve 
donc être un A-module, où A désigne l'anneau d'Iwasawa limZ p [Z/p n Z] ~ Z P [[T]]. Le 

corollaire de la proposition 3 de [12] p. 513 affirme que le dual de Pontrjagin M(x) de A x 
est de type fini et de torsion comme A module. On peut donc lui appliquer le théorème de 
structure pour les A-modules de type-fini (voir par exemple [14]) : 



Théorème (Iwasawa). Si M est un A-module de type-fini, alors il existe un homomor- 
phisme de A-modules 

r s 

M -©A/(P m ') x 0A/(/i(T)»O x A* 

i=i j=i 

de noyau et conoyau finis, où r, s, t,mi, . . . ,m r , ni, . . . ,n s sont des entiers positifs, et 
/i, ...» /s sont des polynômes non constants d'un certain type de A. 

De plus, ces entiers et ces polynômes sont uniquement déterminés par M . 

Les groupes A* = J n (¥ q )[p] x peuvent être calculés à partir de A x : 
Proposition (Iwasawa) Si les places ramifiées de X^ sur Xq le sont totalement, alors 

A x ~ A x /((1 + T) p " -1).A X . 
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Un calcul élémentaire montre alors que la croissance du p-rang de A* = J n (F q )[p] x est 
de la forme : 

d p (J n (F q )[p]*)=r x p n - 1 + c x 

pour une constante c x > 0, où d p (G) désigne le p-rang d'un groupe fini G et r x est 
le nombre de facteurs de la forme A/p m dans la décomposition d'Iwasawa du dual de 
Pontrjagin M(x). Une des questions importantes en théorie d'Iwasawa est l'étude des 
invariants d'Iwasawa p x et À x , où p x = Yli=i m i — r x e ^ = Sj=i n j deg fj- En 
particulier, la nullité de p x (où, ce qui revient au même, de r x ), est d'un grand intérêt. 
L'objet essentiel de cet article est de prouver le théorème suivant : 

Théorème 1. Soit — > X$ une Z*/ '{±1}- extension d'une courbe algébrique projective 
irréductible lisse X de genre g(X ) définie sur le corps fini F q . On note p (respectivement 
p) le nombre de points fermés (resp. géométriques) de Xq, ramifiés dans X^. On suppose 
que p > 0, et que chacun de ces points est totalement ramifié dans X^,. Soit x un caractère 
pair de F*. Alors : 

(i) L'invariant r x est majoré par 

2g(X ) + (p + p)-l. 

(ii) L'invariant global X = J2 X ^x es ^ m ^ nor é par p. 

On peut aussi obtenir une majoration des r x à l'aide de la cohomologie étale p-adique en 
modifiant la technique de Crew dans [3] . Nous en esquisserons les étapes dans la remarque 
2 ci-dessous. L'intérêt de la preuve que nous proposons ici est quadruple. Elle donne une 
majoration meilleure, elle est parfaitement élémentaire, elle donne des résultats pour les 
corps de nombres (voir la remarque 3), et enfin elle donne un bien meilleur résultat pour 
le caractère trivial et les tours d'Igusa (qui sont les prototypes des tours) comme l'affirme 
le théorème 2 suivant. Commençons par rappeler ce que sont les tours d'Igusa. 

Lorsque iV est un entier premier à p, la courbe d'Igusa Ig(Np n ) de niveau Np n est le 
modèle projectif lisse sur le corps premier F p à p-éléments de la courbe affine représentant 
(relativement si N = 1) le problème de module (voir [11], [12] ou [13]) 



^(schéma de caractéristique^) 



Classes d'isomorphismes 
de courbes elliptiques E/S, 
avecun point Pd'ordre iV 
et un générateur Qde 
, l'itéré du Verschiebung V n . 



Il s'agit d'un revêtement galoisien de X±(N) de groupe (Z/p n Z)* /{±1} si iV < 4, et 
(Z/p n Z)* sinon, totalement ramifié en les points supersinguliers de X±(N), et non ramifiés 
ailleurs. La limite projective est donc une tour, appellée tour d'Igusa au dessus de la 
courbe modulaire X 1 (N). 
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Soit M(p,x) la limite projective des duaux de Pontrjagin des modules Ji g ( p ^) (F p ) \p] x 
pour un nombre premier p et un caractère pair x de F* donnés. Mazur et Wiles appelent 
([12], p. 515) Igusa-régulier un tel couple (p, x), pour lequel M(p,x) = 0. Ils prouvent 
alors qu'un couple (p, x) Igusa-régulier est régulier au sens ordinaire. Réciproquement, ils 
posent la question ([12], p. 518) de savoir s'il arrive souvent qu'un couple (p, x) s °h Igusa- 
irrégulier, bien que classiquement régulier. Le résultat suivant, qui est une conséquence 
directe du théorème 1, (lî) pour N = 1, apporte une réponse très partielle à cette question. 
Il affirme par exemple que même si p est régulier au sens ordinaire, il existe au moins un 
caractère x pour lequel (p, x) s °h Igusa-irrégulier. 

Corollaire. Pour tout nombre premier p impair, il existe au moins un caractère pair x 
de F*, pour lequel le couple (p, x) s °it Igusa irrégulier. 

D'autre part, on peut donner une majoration de la composante triviale du rang rjv,i 
pour ces tours d'Igusa : 

Théorème 2. Pour le caractère trivial 1 de F*, et pour la tour d 7 Igusa au dessus de 
Xi(N), on a la majoration 

tn,i < sn 

où sn est le nombre de points supersinguliers de X±(N). 

Preuve de la première assertion du théorème 1. D'après le théorème de structure 
des A-modules de type fini déjà évoqué, pour n assez grand, le p-rang a n de J n (F q )[p] x 
vérifie a n = r x p n ~ l + c x . Il existe par la théorie du corps de classes un revêtement non- 
ramifié Y n de X n , de groupe de Galois isomorphe à (Z/pZ) a ™ , et tel que Gal(X n / Xq) agisse 
sur Gal(Y n /X n ) par axa -1 = x x ^ a K Soit P l'un des points fermés ramifiés de X n . Puisqu'il 
est non ramifié dans Y n , son groupe de décomposition est un sous-groupe cyclique de 
Gal(Y n /X n ) ~ (Z/pZ) an . Il est donc trivial ou cyclique d'ordre p. Le revêtement abélien 
maximal intermédiaire Z n non ramifié de X n , de groupe de Galois de la forme (Z/pZ) bn , 
où Gal(X n / Xq) agisse selon x, et où de plus les p points ramifiés de X n sont totalement 
décomposés, vérifie donc b n > r x p n ~ 1 + c x — p. Pour fixer les idées, et par analogie avec 
le cas des tours d'Igusa, on appelera supersingulier les points de X n (totalement) ramifies 
dans la tour. 



non ramifié, 
upersinguliei 
totalement décomposés 



supersinguliers ^ I \(Z/pZ) br ' 



X r . 



supersinguliers 
totalement ramifiés, { \ ] (Z/p n Z)* /{±1} 



non ramifié ailleurs 



X t 
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L'action du groupe cyclique Gal(X n /X ) sur (Z/pZ) bn par conjugaison est déterminée 
par la matrice M image dans Aut (Z/pZ) bn = GL bn (Z/pZ) d'un de ses générateurs. 
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Puisque M^p" 1 = I, par réduction de Jordan, M s'écrit dans une base convenable 
comme une matrice diagonale par blocs M = diag(Ai, • • • , A Cn ), où chaque Ai est un bloc 
élémentaire de la forme 
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pour une certaine racine ième de l'unité ( dans F p commune aux Ai, précisément 
puisque l'on ne considère qu'une composante isotypique. 

Nous affirmons que Ai est de taille < Supposons en effet le contraire. Le coefficient 

P-J- p"-! p_l „_i 

sur la première ligne et la (p n ~ + f)-ième colonne de I = A i 2 = (ÇI + J)^~ p 
(où J est la matrice avec des zéros partout, sauf sur la seconde diagonale où il y a des f ) 

serait alors égal au coefficient binômial C n _ 1 , qui n'est pas nul modulo p, ce qui est une 

contradiction ! Par la minoration ci-dessus de b n , on a donc c n .p n ~ 1 > b n > r x p n ~ 1 +c x — p, 
c'est à dire (pourvu que n soit assez grand) 



Considérons alors la courbe T n correspondant au quotient maximal (Z/pZ) Cn de 
Gal(Z n /X n ), sur lequel Gal(X n / 'Xq) agisse par homothéties. On est en présence d'une 
extension 



f - Gal(T n /X n ) = (Z/pZ) c - - Gal(T n /X ) - Z/^p n ~ l Z - f , 

où le quotient Zj VjI ^-p n ~ 1 Z agit par k — > ( k Id sur le noyau abélien (Z/pZ) Cn . Soit a un 
élément de Gal(T n /X ), dont la restriction a à X n engendre le quotient Gal(X n /X ) ~ 
Z/^p n ~ l Z. 

E ~ (Z/pZ) Cn 
< â 2 ^ >~ Z/p n ~ l Z 
<a {xi >^ (Z/pZ)*/{±l} 

Notons E le groupe de Galois Gal(T n /X n ). Puisque a agit sur E par ÇIcIe, ct £ 2 _ y 
agit trivialement. Cela signifie que le groupe Gal(T n / X\) est un p-groupe abélien A. On 
considère alors l'un des p points fermés "supersinguliers" de X\. Puisqu'il est totalement 
ramifié dans l'extension cyclique intermédiaire X n , puis totalement décomposé dans T n , 
il a un groupe de décomposition cyclique d'ordre p n_1 dans Gal{T n / X\). Les groupes de 



a e Gal(T N /X ) 
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décompositions des points supersinguliers de X\ engendrent donc un sous-groupe -que l'on 
notera D- de A = Gal{T n /Xi), engendré par p éléments. La courbe U n fixée par D est 
donc un revêtement p-élémentaire de X\ non ramifié (puisque T n n'est ramifiée sur Xq 
qu'en les supersinguliers), de groupe de Galois isomorphe à {Z/pZ) ™ avec 

d n > c n - p > r x - p. 

On en déduit que U n est un revêtement modérément ramifié de Xq, ramifié seule- 
ment en les supersinguliers, et où au moins un point fermé est totalement décomposé. 
Par le théorème de Grothendieck (voir [5], chapitre XIII, cor 2.12), le groupe de Galois 
Gal{U n / Xq) peut donc être engendré par 2g {Xq) + p — 1 éléments. 

Mais ce groupe est par le théorème de Burnside le produit semi-direct de Gal{U n /Xi) 
par Gal{X\/ Xq). Un élément de Gal{U n / Xq) peut donc être représenté par un couple 
(s,of ) e {Z/pZ) dn x Gal{X 1 /X ), la loi de groupe étant 

{x,af x J x {y,af xi ) = {x + ( k y,tf+ £ ). 

On observe que le projeté sur le premier facteur d'un produit est dans l'espace vectoriel 
engendré par les projetés des deux termes. En particulier, toute partie génératrice de 
Gal{U n / Xq) a au moins d n éléments. Il en résulte que 

r x - p<d n < 2g{X ) + p - 1, 
ce qui n'est autre que l'assertion (i). 

Preuve du théorème 2. Supposons que cette majoration soit fausse, et reprenons 
mot pour mot la preuve précédente jusqu'à l'introduction de la courbe T n . Dans le cas 
qui nous occupe, X = Xi{N) est la réduite modulo p de la courbe modulaire pour le 
sous-groupe de congruence Ti{N), X\ est la courbe d'Igusa Ig{Np) de niveau Np et p est 
le nombre de points supersinguliers de Xi{N), traditionnellement noté p = sjv- Puisqu'on 
considère le caractère trivial, Gal{T n / Xq) est alors extension d'un groupe abélien par un 
groupe cyclique avec action triviale. Il est donc lui même abélien, ce qui implique qu'il ne 
peut être engendré par moins de c n éléments (avec toujours c n > r/v,i)- D'autre part, les 
sn points supersinguliers de Xq = X\{N) ont un groupe de décomposition cyclique dans 
Gal{T n /Xo), puisqu'ils sont totalement ramifiés dans l'extension cyclique X n /XQ, puis 
totalement décomposés dans T n /X n . Le sous-groupe Di de Gal{T n /X ) engendré par 
les supersinguliers de X±{N) est donc strictement contenu dans Gal{T n /X ) puisqu'on a 
supposé que la majoration était fausse. La courbe fixée par D\ est donc un revêtement non 
ramifié de Xi{N), non-trivial, où les supersinguliers de Xi{N) sont totalement décomposés. 
Soit X{N) la réduite modulo p de la courbe modulaire pour le sous-groupe de congruence 
T{N). Par produit fibré avec X{N) au dessus de Xi{N), cela fournit un revêtement de 
X{N) du même type, toujours non trivial puisque X{N) est de degré iV premier à p sur 
Xi{N). Cela est en contradiction avec le théorème suivant : 

Théorème (Ihara, [8]). Soit N un entier premier à p. Alors X{N) ne possède pas 
de revêtement galoisien non ramifié et non trivial, où les points supersinguliers soient 
totalement décomposés. 
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Preuve de la seconde assertion du théorème 1. Soit n > 1. On note pour simplifier 
G n le groupe de Galois de X n sur X et P(X n ) le groupe des diviseurs principaux sur X n . 
La suite exacte 

1 — > P(X n ) — > Z^°(X n ) — > J n (F g ) — > 1 

donne 

1 — P(X n ) G " — Div°(X n ) G » — Jn(F 9 ) G ", 
d'où une composée de deux injections 

(1) Div°(X n ) G »/P(X n ) G » — Jn(F g ) G " — J B (F g ). 

D'autre-part il y a deux suites exactes 

(2) 1 — P(X n ) G "/P(X ) — D^°(X n ) G «/ J P(^o) — Div°(X n ) G »/P(X n ) G « — 1 
et 

(3) Div Q {X n ) G "/P{X Q ) — > Div°{X n ) G "/Div°{X Q ) — > 1. 
Mais : 

1) Puisque Div (X n ) G »/Div (X ) - rip e x r „ dans x n Z/epZ, et puisque X n — X 
est totalement ramifié en p points avec indice de ramification e = ^-p n ~ 1 , on obtient, par 
(3), que 



'P- 1 n-lr 



p 



(4) 2~ p Z J est wn V uotient de Div (x n r n /p(x ). 

2) D'autre part, la suite exacte 

1 — F* — F q (X n y — P(X n ) — 1 

donne 

1 — F* — F o (X )* — P(X n ) G " — ^(Gn, F*) — ^(G n , F Q (X n )*) = 1, 
c'est à dire 

1 — P(X ) — P(X n ) G " — H\G n ,F* q ) — 1. 
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Le H 1 en jeu est calculé pour l'action triviale de G n sur F*, donc 

H 1 (G n ,F* q ) = Hom(G n ,F* q ). 
Puisque G n = Z/2=ip n_1 Z, on a 

(5) P(X n ) Gn /P(X ) = fT^Gn, F*) ~ End(Z/?—^Z) ne dépend pas de n. 

2 

Lorsque l'on injecte ces deux points (4) et (5) dans la suite exacte (2), on obtient que, 
à un groupe borné près, Div° (X n ) Gn / P(X n ) Gn , et donc aussi J n (F 9 ), est au moins aussi 
gros que (Z/ £ ^%> n_1 Z) P . Mais il est aisé de s'assurer, à l'aide de la proposition d'Iwasawa 
rappelée dans l'introduction, que l'invariant global À n'est autre que le nombre de facteurs 
cycliques du p-Sylow de J n (F q ) dont les ordres tendent vers l'infini avec n. Il en résulte 
bien que À est minoré par p. 

Remarque 1. Tours de Shimura et tours de Mazur-Wiles. Le théorème 2 ne se 
généralise pas au cas général des tours faute d'un théorème à la Ihara. Cependant, toujours 
d'après Ihara, un tel théorème existe pour les courbes de Shimura (voir [9]): étant donné 
une courbe de Shimura S sur F p , il existe un groupe fini G s, tel que tout revêtement 
galoisien X de S non ramifié, où les points supersinguliers sont totalement décomposés, ait 
pour groupe de Galois un quotient de G s- Par exemple, le théorème de Ihara énoncé lors de 
la preuve du théorème 2 affirme que pour la courbe modulaire X(N) de niveau N premier 
à p réduite modulo p, on a Gx(N) = 1- On peut fabriquer une tour au sens de Mazur-Wiles 
d'Igusa-Shimura à partir des composantes d'Igusa des courbes de Shimura (Cf [I] ou [2]). 
On pourrait donc donner une majoration de l'invariant r d'une tour d'Igusa-Shimura pour 
le caractère trivial en fonction du p-rang de G s- Malheureusement, la preuve de l'existence 
de G s est totalement ineffective, ce qui ôte tout intérêt à une telle majoration. 

Remarque 2. Majoration de r x à l'aide de la cohomologie p-adique. On ne 

reprend que partiellement les notations de [3] pages 34 et 35 : soit S/k un schéma séparé 
de type fini sur un corps algébriquement clos k de caractéristique p et G un p-groupe 
fini agissant librement sur S, de quotient S /G. On suppose qu'un groupe A fini d'ordre 
premier à p agit aussi sur S. Il agit donc sur la suite spectrale de Hochschild-Serre. Si 
les actions de G et de A commutent, il y a alors pour chaque caractère x de A une suite 
spectrale pour les composantes iso typique H l c {S, Q p ) x , qui montre que 

w c (s/GM P ) x = (K(SM P ) x f. 

Supposons maintenant que Y soit revêtement ramifié d'une courbe algébrique projective 
est lisse X sur k, galoisien de groupe de Galois un p-groupe G, et que A agisse sur X en 
commutant à G. Si G est l'une de ces deux courbes, la %-partie du p-rang de G est définie 
par pç := dimQ p Hl(C,Q p ) x . La suite exacte d'excision jointe au théorème 1.5 de Crew 
et à la remarque précédente montre alors, de la même façon que l'on montre le corollaire 
1.8 de [3] : 
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Proposition 1. Dans la situation précédente 
(i) si x n'est pas le caractère trivial, alors 



p\ = (||G)p£. 

(n) Pour le caractère trivial 1, on a 

p] c -l = ^G)(p 1 Y -l)+ (e»" 1 )- 

xex ram 

On rappelle que si C est de genre gc, on a < pc < <7c- Revenons alors à notre situ- 
ation des tours — > X sur le corps premier F p , et considérons un caractère non trivial 
X de A = Gal(Xi/X ) = F*/{±1}. La proposition 1 appliquée au revêtement ramifié X n 
de Xi, puis la formule de Riemann-Hurwitz appliquée au revêtement modérément ramifié 
X\ de Xq donnent, en supposant pour simplifier que p est impair : 

r x p n ~ l +c x < p\ n = p n - x p\ < p n - 1 g(X 1 ) 
avec 2g(Xi) — 2 = E Y-(2g(X ) — 2) + pi 2 ^- — 1). On obtient donc la majoration 

r x <^g(X ) + ^(p-2), 
qui est moins bonne que celle du théorème 1 dès que p > 5. 

Remarque 3. Le cas des corps de nombres. La technique de la preuve du théorème 
2 fonctionne très bien dans le cas des corps de nombres. En revanche, la preuve de (ii) 
ne s'adapte pas du tout à ce cas. Pour ce qui concerne la preuve de (i), il manque 
malheureusement un analogue du théorème de Grothendieck. Cet analogue a cependant 
été conjecturé par Harbater (dans [6] dans le cas où K = Q, et dans [7] dans le cas 
général) : pour un corps de nombres K et un idéal entier / de K, notons 7r^(iïT, I) le groupe 
fondamental algébrique modéré de SpecC^li" -1 ], c'est à dire l'ensemble des groupes finis 
apparaissant comme groupe de Galois d'une extension modérément ramifiée de Q et non 
ramifiée hors de / . 

Conjecture. (Harbater) Il existe une constante absolue C, telle que pour tout corps de 
nombres K de genre g(K) (au sens de Weil), ayant r(K) plongements réels, et pour tout 
idéal entier I de K , tout élément de ti^K, I) peut-être engendré par 2g(K) + r(K) — 1 + 
C + log N k /q(I) éléments. 

Nous rappelons que le groupe de Galois de l'extension \^JK (exp(—^-)j /K est de la 

n ^ P / 

forme F*/GxZ p pour un sous-groupe G de F* convenable. 

Théorème 3. Soit p un nombre premier impair, K un corps de nombres, G un sous- 
groupe fini de F* et K = Kq C K\ C • • • C une F* /G x Z p -extension de K . On 
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suppose que les p idéaux premiers Vi, ■ ■ ■ , V p de K au dessus de p sont totalement ramifiés 
dans Koq. Soit x un caractère de F* /G. Alors 

1. Sous la conjecture d'Harbater, les invariants r PjX sont majorés par 

2g(K) + (p + [K : Q] logp) - 1 + (r(K) + C). 

2. Pour le caractère trivial x = 1, l'invariant r Pj i est majoré par 

p + d p (Cl(K)/ <V\ r --,V~ p >). 

Comparons ce théorème 3 aux théorèmes 1 et 2. Dans l'assertion 1 du théorème 3, la 
quantité [K : Qjlogp = log N[ K .q^(pOk) est l'analogue pour les corps de nombres du 
degré du diviseur réduit de ramification p = deg(5^£_ 1 Pi) = J2i=i deg-Pi de la situation 
géométrique. Dans cette même assertion, le terme supplémentaire r(K) +C provient de la 
conjecture d'Harbater. Quant à l'assertion 2, le terme correctif d p (Cl(K)/ < Vi, • • • , V p >) 
est l'analogue du p-rang du groupe Gs dont il a été question dans la remarque 1 pour les 
courbes de Shimura. 

Notons que pour p = 2, un énoncé analogue vaut en adjoignant la racine quatrième 
de l'unité i h K. Par exemple, la seconde assertion montre que les invariants r p de la 
Zp-extension cyclotomique de Q[\/2] sont inférieurs à 3 pour tout p. Rappelons que, 
d'après Ferrero et Washington (voir [4]), les invariants p p (où, ce qui revient au même, 
les invariants r p ) des Z p -extensions cyclotomiques des extensions abéliennes de Q sont 
nuls. Cette nullité a d'ailleurs été conjecturée par Iwasawa pour tous les corps de nombres. 
D'autre part, il existe d'après Iwasawa (voir [10]) des Z p -extensions (non cyclotomiques !) 
de corps de nombres, dont les invariants p (et donc aussi r) sont non nuls. 

Remerciements. Nous tenons à remercier le rapporteur pour ses remarques très utiles. 
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